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introduccio

El fenomen de les transicions de fase ha estat, durant
molts anys, un tema de gran interes dins de la comunitat
cientifica. Actualment, aquest interes continua vigent i
es reflecteix en la gran quantitat de treballs, tant teorics
com experimentals, publicats sobre el tema durant els
darrers anys. La rad d’aquest interes és, en part, de
tipus fonamental, pero també es deu a les repercussions
de tipus tecnologic que comporta.

Com és habitual en el desenvolupament de qualsevol
teoria, ens interessa tenir formulacions del problema
que, independentment dels detalls particulars del sis-
tema, puguin reproduir les principals caracteristiques
que sén comunes a tots els sistemes que experimenten
una transicio de fase. Dins d’aquest esperit, un exemple
d’aquest tipus de formulacions és el model d’Ising. Ini-
clalment fou formulat per a sistemes magnetics i és el
model microscopic més simple que déna compte d'una
transicio de fase. En el model d’Ising es té una xarxa
periodica d-dimensional amb N nusos. Associat a cada
nus de la xarxa i, es defineix una variable local S; que
pot prendre dos valors, +1 1 —1. Una configuracié del
sistema esta totalment determinada quan es coneixen
els valors de les variables {S;} = {51, 92,53, - - Sy} i
I'energia corresponent ve donada pel hamiltonia

Hi{Si}=-J Y SiSi—h)_ S (1)
<ij> i

El simbol »~_, ;> denota suma per a parelles primeres
veines, J és l'energia d’'interaccié corresponent i h és
el camp extern. Quan h = 0 el sistema experimenta
una transicié de fase a una temperatura critica, 7., que
depen de la dimensionalitat, d, i de I'estructura reticu-
lar; per a d = 2, la solucié analitica va ser deduida per
L. Onsager (Onsager, 1944; Huang, 1963) i per a d =3
la solucié s’ha d’obtenir numericament (Landau, 1977).
La fase ordenada, estable a temperatures més baixes que
Te, és ferromagnetica quan J > 0 i antiferromagnetica
quan J < 0. Per sobre de T, la fase estable és, en
tots dos casos, paramagnetica. Quan h # 0 el sistema
només experimenta transicié de fase en el cas J < 0.

i durant el curs 1993-1994 becari de collaboracié (MEC) al De-
partament d’Estructura i Constituents de la Materia

Les propietats macroscopiques d’equilibri del sistema es
q
poden obtenir un cop es coneix la funcié de particié

1

Z = Z exp(—BHr) p= KT

{si}

(2)

on el sumatori s’estén a totes les configuracions del sis-
tema.

Es pot veure que, de forma general, qualsevol model
descrit per variables de dos estats és formalment equi-
valent al model d’'Ising. Per a l'estudi de sistemes més
complexos, la idea basica de descriure el seu estat mit-
jancant un conjunt de variables localitzades sobre els
nusos d’una xarxa periodica continua sent valida. Cal,
pero, introduir els nous graus de llibertat de forma con-
venient. Aixo déna lloc als models coneguts amb el nom
generic de models reticulars (Yeomans, 1992). Aquests
models proporcionen un marc comu per a la descripcid
microscopica de les transicions de fase. Alguns exemples
son el model de Heisenberg, el model X — Y, el model
de Blume-Emery-Grifith (BEG) de tres estats, el model
de Potts de ¢ estats i d’altres.

Actualment, els models reticulars séon un tema basic
tingut en compte en qualsevol llibre de text de mecanica
estadistica. Les propietats termodinamiques de tots els
sistemes descrits per aquests models es poden obtenir
utilitzant les tecniques habituals de la teoria de collecti-
vitats. Cal esmentar, pero, que només un nombre molt
reduit d’aquests models es pot resoldre exactament mit-
jancant tecniques analitiques. Es per aquesta ra6 que la
simulacié numerica esdevé una eina de gran utilitat en
la resolucié de models mecanico-estadistics.

Dins del marc de la teoria de collectivitats, el fet de
treballar en una colectivitat determinada és una pura
qliestié de conveniencia que ve fixada per les peculiari-
tats del sistema. En determinats casos, la collectivitat
més adequada a efectes teorics i de calcul no és aquella
en la qual tenen lloc els experiments. Cal, aleshores,
anar amb compte a ['hora d’interpretar correctament
els resultats. L’objectiu d’aquest treball és estudiar un
d’aquests sistemes: un aliatge binari que experimenta
una transicié ordre-desordre. Els experiments es po-
den descriure perfectament mitjangant el formalisme de
la collectivitat canonica, pero tant a efectes de calcul
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Figura 1: Cela convencional d'una xarxa b.c.c. S’indiquen
5 1
les dues subxarxes v 1 (3 que constitueixen la xarxa b.c.c.

teoric com de simulacid numerica, la collectivitat gran
canonica resulta ser, per diferentes raons, la més ade-
quada. Cal mencionar, perd, que la utilitat de la col-
lectivitat gran canonica no és merament formal. De fet,
existeixen gran nombre d'experiments que es descrinen
convenientment mitjancant aquesta collectivitat. Al
guns exemples sén: experiments d’adsorcid en capes,
Uequilibri liguid vapor, i d’altres.

El treball esta organitzat de la forma segiient: pri-
merament introduim un model apropiat per al nostre
sistema d’interés i veiem que és formalment equivalent
al model d'lsing. Ates que en tres dimensions el model
no es pot resoldre exactament mitjangant teeniques
analitiques. utilitzem, per al seu estudi, dues técniques
alternatives.  Primer obtenim una solucié qualitativa
del diagrama de fases utilitzant U'aproximacid de camp
mitja i a continuacid s'obté una solucid molt més acu-
rada mitjangant la simulacié numerica pel metode de
Montecarlo.  Aquesta seccid de resolucié del model va
precedida d’una breu introduccié al métode de Monte-
carlo en la mecanica estadistica de l'equilibri. Final-
ment, es discuteixen els resultats en el marc de la col-
lectivitat gran canonica i es comenta com utilitzar-los a
I'hera d’interpretar correctament els experiments.

Model per a un aliatge binari que experi-
menta una transicio ordre-desordre

En aquesta seccio introduirem un model microscopic que
ens permeti descrinre l'estat d’ordenacid en materials
que experimenten una transicio ordre-desordre. Alguns
exemples d’aquests tipus de sistemes sén els aliatges
Cu— Zn, Au— Cd, Au — Cu, ete.

El primer pas és identificar els graus de llibertat
essencials associats a la transicié de fase. Comengarem,
pero, descrivint breument que s’entén per una transicié
ordre-desordre.  Per fer aixd, i només a efectes de la
seva ilustracid, ens centrarem en el cas de 'aliatge este-
quiometric C'u — Zn que presenta una estructura cristal-
lina ciibica centrada en el cos (b.c.c., de body-centered-
cubic). En general, una xarxa b.c.c. es pot pensar for-
mada per dues subxarxes ciibiques simples interpene-
trades, tal com s’indica a la figura 1. La subxarxa o
esta constituida pels nusos situats als vértexs dels cubs,
mentre que la subxarxa (3 la formen els nusos situats als
centres dels cubs. Per sobre d'una certa temperatura
T, tant els atoms de C'u com els de Zn ocupen les dues

subxarxes amb igual probabilitat. Per sota de T, pero,
es trenca aquesta simetria i les dues subxarxes, pel que
fa al tipus d’atoms que les ocupen, deixen de ser equiva-
lents. La fase ordenada, estable a baixes temperatures,
és tal que els atoms de C'u prefereixen situar-se en una
de les dues subxarxes, per exemple la subxarxa c, men-
tre que els atoms de Zn tendeixen a ocupar la subxarxa
4. El grau d'ordre del sistema dependra de la tempera-
tura i es mesura amb el parametre d’ordre associat a la
transicio.

[ixem-nos que, donada una temperatura, el grau
d’ordre d’equilibri s’assoleix mitjangant un procés de di-
fusié atomica. Com que lescala de temps associada a
aquest procés de difusié és molt més lenta que les es-
cales de temps dels processos associats a altres graus de
llibertat del sistema, tals com les vibracions de la xarxa,
podem descrinre la configuracié estadistica d'un aliatge
binari, A, Bi_, (z és la fraceid molar), mitjancant un
conjunt de variables locals d’ocupacié {C)}.

Sobre cada nus de la xarxa i (i = 1,2, ..., N), definim
una variable ;. Si al nus 7 hi ha una particula de tipus
A aleshores C; = 1, mentre que si hi ha una particula
de tipus B aleshores C; = 0. El hamiltonia més simple
que es pot escriure és

Hap{Ci} = > {CiCjean+ (1 —Ci)(1—C)epn +
<if>

+ C.,j(l = Cj)E;\B I (1 — O;;)G,‘GAB}, (3)

on el sumatori és per a totes les parelles de primers
veins i els parametres e;; sén les energies d’interaccié
corresponents.

Les variables {C;} no sén totes independents sind
que estan lligades per la relacid

Y Ci=Ny=Nz (4)

T

amb
N = N+ Ng, (5)

N; (i = A, B) és el nombre d’atoms de cada espécie, N
és el nombre de nusos de la xarxa i 2 és la concentracid
de I'aliatge, normalment fixada en els experiments.

Insistim en el fet que qualsevol altre tipus de grau
de llibertat del sistema, com puguin ser vibracions de
la xarxa, impureses, vacants o defectes en general, no
es tenen en compte en el model (3). Tenim, doncs, un
sistema pur de dos estats i tal com ja hem avancat a
la introduccid, el seu hamiltonia (3) es podra escriure
formalment com el d'un model d'Ising (1). Per veure-
ho hi introduim les noves variables S; = 2C; — 1. Ara,
S; =1 vol dir que al nus 7 hi ha una particula de tipus
A, mentre que S; = —1 indica que hi ha una particula
de tipus B.




Introduint el nou conjunt de variables {.5;}, el hamil-
tonia de 'aliatge s'escriu com

Hap{Si}=—Jap Y SiS;—hapy_ Si+Ea (6)

<ij>
amb
Jap = —{€asn +€ep —2eap}/4 (7)
hap = z{ean —epp}/4 (8)
Eo= Nz{eaa +cpp +2eap}/8. (9)

Fixem-nos que quan J,p < 0 s’afavoreix que particules
primeres veines siguin diferents, mentre que quan J4p >
0 s’afavoreix que siguin iguals. La funcié de particié
corresponent és

Zan =Y exp(—BHap). (10)
{8:)

L asterisc restringeix el sumatori a totes aquelles confi-
guracions que siguin compatibles amb el valor de la con-
centracio x, que defineix 'aliatge. Recordem que en el
model d’Tsing aquesta restriceio no hi és, ja que per a sis-
temes magnetics les variables S; representen l'orientacio
de I'spin dels atoms i res impedeix que un spin varii la
seva orientacid, mentre que en un aliatge binari tenim
una llei de conservaciéd per al nombre de particules de
cada especie (determinada per la seva concentracié). Pel
que fa a U'estudi de les propietats d'equilibri del sistema,
aquesta diferéncia no és rellevant. Ara bé, volem men-
cionar que l'existencia de les lleis de conservacié pot
ser crucial a 'hora d'estudiar la dinamica del sistema
fora de lequilibri. Dit d'una altra manera. la tran-
sicid des d’una configuracié {S;} a una altra {S;}’, en
el cas de sistemes magnetics, té lloe mitjangant la in-
versio d’un o més spins, mentre que en el cas dels aliat-
ges, nn atom de Uespecie A no es pot transformar mai
en un atom de espécie B i aixo fa que Uevolucid sigui
drasticament. diferent. Nosaltres ens centrarem en les
propietats d’equilibri del sistema.

La manera natural d’eliminar la restriccio (4) de
Iequacid (10) és passar al formalisme de la collectivitat
gran canonica on la concentracid a de Taliatge no esta
fixada. La fimcid de particié gran canomica per al sis-
tema de N particules és

N
Qap= Y exp(fuNa)Zap =

Na=0

N
= Z CX])(H,LLN,\)Z exp(—FHag), (11)
Na=0 (8:}

on el sumatori de la funcid de particid canonica Zap es
fa sobre totes aquelles configuracions que siguin compa-
tibles amb el valor de N4 donat pel primer sumatori. i

on ji 65 la diferéncia de potencials quimics entre les dues
espécies de Valiatge (@ = pa —pp). Fixem-nos que Qap
es pot rescriure com

Oap = Z exp(—BHag). (12)
{si}

on ara el sumatori és per a totes les possibles conligu-
racions del sistema de N particules. Hap 1 Hap estan
relacionades per la transformada de Legendre seglient:

Hap = Hap — iNa. (13)

Introduint (4, 6) a (13) obtenim:

fzf_;\g =—Jap Z S;Sj — i.',_.;,r,v ZS; = EU (14)

<ij>
amb

hap =hap+p/2  Eo=Eo— Np/2 (15)
A partir de les expressions (1, 2) i (12, 14) observem que
amb una identificacié convenient dels seus parametres

J+—— Jag (16)
h s hag (17)

la funcié de particié canomica del model d'Ising (2)
és equivalent a la funcié de particié gran canonica de
I'aliatge binari (12). D’altra banda, 'expressio (15) ens
permet veure que el potencial quimic g esta relacionat
amb el camp extern del sistema magnetic. Es a dir, tre-
ballar a camp extern constant en el cas dun sistema
magnetic és equivalent a treballar a potencial quimic
constant en el cas d'un aliatge binari.

En aquest punt. ens trobem potencialment en condi-
cions de calenlar el diagrama de fases. Aixo ho farem,
perd, a les seccions segiients. De tota manera, recordem
que el model (14, 12) no té solucid analitica exacta en
tres dimensions.

Fixem-nos que treballar a la collectivitat gran
canonica vol dir que la variable de control extern és pu i
1o el nombre de particules, que és la variable conjugada
corresponent. Formalment, aixo implica que atoms de
I'especie A es poden “transformar” en atoms de especie
B (i viceversa). Experimentalment la situacié és dife-
rent, ja que normalment no es tenen barreges en contacte
amb fonts de particules. En barreges binaries la concen-
tracié es manté constant 1 Uexperiment es descriu a la
collectivitat canonica, sent 7' 1 z les variables indepen-
dents del sistema. De totes maneres, la descripeid a la
colectivitat gran canonica, amb T i g com a variables
independents, ve justificada per les segiients raons: i)
es poden utilitzar els resultats i les téeniques de caleul
del model d’Tsing, ii) les simulacions d’aquest tipus de
sistemes per ordinador sém molt més eficients quan no
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es tenen lleis de conservacio, iii) des d’'un punt de vista
académic sempre és interessant revisar el nostre conei-
xement sobre el potencial quimic, ovella negra de les
variables termodinamiques intensives.

Acabarem aquesta seccid fent alguns comentaris so-
bre la validesa del model. El punt de vista que hem
adoptat aqui és el de partir del model microscopic més
simple que contingui la [isica fonamental responsable
dels fenomens cooperatius observats en les transicions de
fase. Per tal de comprovar-ne la validesa, aquest model
s’haura de confrontar amb els resultats experimentals.
Les possibles desviacions respecte del diagrama de fases
real es poden atribuir al fet d’haver suposat estrictament,
interaccid a parelles 1 també al fet que les interaccions
€, que en general poden dependre de Pestat d'ordre
local del sistema, s'hagin pres com a constants. A més
a més, en sistemes reals sempre hi ha altres ingredients
que no sén presents en el model (3), com per exemple els
defectes (vacants, intersticis, dislocacions...). Tot i que
no s'han considerat aqui, esmentem que les vacants fan
un paper crucial en la dinamica d’ordenacié d’aliatges
binaris. El procés d'ordenacid en aliatges té loc mit-
jancant un procés de difusio assistit per vacants. Qual-
sevol model que pretengui reproduir aquest fenomen
haura de tenir en compte la preséncia de vacants i1 el
seu paper en 'evolucio.

El métode de Montecarlo en la mecanica es-
tadistica de I'equilibri

En aquesta seceid farem una breu introduccié al metode
de Montecarlo, que sera el metode de simulacié numeérica
seguit en l'obtencié de les propietats termodinamicues
d'interes del sistema i del corresponent diagrama de
fases.

Per tal de resoldre numericament el model (2, 1), el
primer que s’ha de fer és definir una dinamica per al
sistema, ja que, com és sabut, el model no té dinamica
propia.  Aixo és degut al fet que l'operador classic 5;
comnmuta amb el hamiltonia. Fins 1 tot a Uequilibri,
es necessita una dinamica per tal de tenir en compte
les fluctuacions que provoquen una transicio des d'una
configuracié ({5;}) a una altra ({S;}’). Sigui A una
magnitud qualsevol de la gual volem calcular la mit-
jana estadistica. La mecanica estadistica ens diu que la
manera d'obtenir-la a una temperatura donada T és a
través de lexpressid

(Ayp = % {SZ} Ajexp(—=BH({S:})), (18)

on A; és el valor de la magnitud A quan la configuracid
del sistema és {5;}. El sumatori és per a totes les pos-
sibles configuracions que determinen 'espai de les fases
del sistema. Quan no se sap calcular Z, com és en el
cas del model (2, 1) en tres dimensions, utilitzar aques-
ta expressio per a la determinacié numérica de (A) no

és viable, ja que el nombre de termes del sumatori és,
per a un sistema de dos estats, 2", de manera que per
a un sistema de, per exemple, mil particules, el temps
de caleul seria aproximadament de 102%% — 10290 anys,
segons l'ordinador utilitzat. En sistemes reals, ¢l nombre
de particules és dunes 104, perd el que és evident és que
utilitzem el metode que utilitzem per al caleul de (A)p,
mai podrem treballar amb sistemes tan grans. Normal-
ment es treballa amb sistemes de 10% — 105 particules
que, per limitacions en el temps de caleul, és el maxim
que ens permefra el metode de Montecarlo. Aquest és
un- métode alternatin que ens permet d’obtenir (A)y
sense haver de recdrrer fot 'espai de les fases.

El meétode de Montecarlo (Binder, 1988 i Heermann,
1986) en la mecanica estadistica de I'equilibri es basa
en la idea d'utilitzar nombres “aleatoris™ per generar,
independentment les unes de les altres, diferents confi-
guracions de 'espai de les fases. Quan les configuracions
es generen de tal manera que la probabilitat d’obtenir-
ne una de determinada és la mateixa per a totes elles,
el procediment s’anomena meétode de mostreig simple
o uniforme (simple sampling method). Aquest és un
metode extremadament ineficient per al caleul de (A)p,
ja que la major part del temps de caleul s’inverteix
per mostrejar configuracions amb un pes negligible en
el sumatori (18). El problema se supera implementant
lanomenat algorisme de Metropolis (Metropolis, 1987)
en ¢l metode de Montecarlo. Lessencial d’aquest algo-
risme és que les configuracions s’elegeixen de tal manera
que la probabilitat d’obtenir-ne una de determinada és
el factor de Boltzmann,

P({Si}) = 5 exp(~0H), (19)

que és el pes amb queé el corresponent valor de la mag-
nitud A, A; contribueix en el sumatori (18). D’aquesta
manera, per obtenir la mitjana de la magnitud A a par-
tir de les configuracions generades, com que aquestes ja
han estat escollides segons la seva importancia a la mit-
jana, ja no s’ha d’utilitzar cap pes, i el caleul de (A)7
es redueix a una simple mitjana aritmeética:

M

1
Ayp = — A(S).), 20
{(A)r M; (Sk) (20)
on utilitzem la notacid S, = {S;}r per a la configu-

racié k del sistema. Aquest és 'anomenat metode de
mostreig ponderat o d’acord amb la seva importancia
(importance sampling method).

El conjunt d’estats generats del sistema Sy (k =
1,2,..., M) formen una cadena de Markov. Donat un
estat S, l'estat Sy, de la cadena es genera a par-
tir de S) mitjancant unes certes regles d'evolucié. La
mitjana (20) es fa aleshores sobre una trajectoria es-
tocastica a 'espai de les fases. La configuracio inicial,
S1, es genera aleatoriament, de manera que en general




correspondra a un estat fora de Uequilibri. Pretenem que
en el limit M — oo la probabilitat amb la qual les confi-
guracions estan distribuides a la cadena de Markov sigui
la dequilibri (19). Per aconsegnir-ho. la probabilitat
de transicio W (S, — Siy1) s’ha d’ajustar convenient-
ment. Una condicié suficient per assolir la distribucio
d’equilibri és que T verifiqui la condicid de balang de-
tallat,

P{SiHW({Si} — {8:}') = PUS:}IW({S:}Y — {8:}),

i implica que el quocient entre la pro])abi]itat W ({5;} —
{S5i}) i la seva inversa W({5;}' {S;}) només depén
de la diferencia d’energia entre (‘1.5 (.-hL(‘d.h {8:} i {S:}.

P({5:}) W({S:} — {Si}) -
= P({S:i}) W({S:}) — {5:}) (21)

Substituint (19) a (21) observem que aquesta condicio
implica que el quocient entre la probabilitat W ({5} —
{S;}) ila seva inversa W({S;}' — {S;}) només depen
de la diferéncia d’energia entre els estats {S;} 1 {S;}".
Aixd no determina, perd, de manera tinica la probabili-
tat de transicio W. Sempre existeix una indeterminacio
que si s'utilitza adequadament es tradueix en una gran
flexibilitat i per tant en un ampli domini d’aplicabilitat
del métode pel que fa a la diversital de sistemes que
es poden estudiar. Tot seguit detallem 'algorisme de
Metropolis que s’aplica successivament a la configuracio
inicial 5.

1) Escollim un nus de la xarxa 4, i li proposem el
canvi S; — —5;.

2) Calculem el corresponent canvi d’energia AH.

3) Calculem la probabilitat de transicio W(AIT) i
generem un nombre aleatori ¢ entre 01 1.

4) Si W > (¢ acceptem el canvi proposat a 1) i ac-
tualitzem la configuracié que sera un nou element de la
cadena de Markov. Tornem a 1).

5) Si W < ( no s’accepta el canvi proposat a 1) i es
considera la configuracié vella com el nou element de la
cadena de Markov. Tornem a 1).

Quan aquests cine passos s’han repetit N vegades (N
és el nombre de nusos de la xarxa) es diu que s’ha com-
pletat un pas de Montecarlo per particula, que prenem
com la nostra unitat de temps. La darrera configu-
racié s’utilitza com a inicial en el segiient pas de Mon-
tecarlo. Després de cada pas de Montecarlo es calculen
les magnituds d’inf

eres del sistema corresponents a la
darrera configuracio generada, com poden ser 'energia,
el parametre d’ordre, i d’altres. Seguint la notacié de
I'equacié (18) el que fem és caleular el valor de A;.
Després de M passos de Montecarlo, els M valors de
A; obtinguts, ens permetran calcular (A)y fent servir
Iexpressié (20).

[ eleccio dels nusos de la xarxa als quals es proposa
el canvi S; — —5; pot fer-se de forma seqiiencial o bé

A2 B2
Qdﬂ_q)/“ ? —— *
.L._‘\/. "i—“—/

Figura 2: Estructures d'ordenacic A2 i B2 en una xarxa
b.c.c.

de forma aleatoria. L’eleccid seqiiencial és més eficient
pel que fa al temps de caleul, pero altera les correlacions
entre les particules del sistema, cosa que pot ser impor-
tant per a l'estudi de certs processos. Fixem-nos també
que fent un canvi del tipus S; — —5;, es defineix una
dinamica que no respecta la restriceid (4), per tant, en la
simulacio d'un aliatge binari, les configuracions genera-
des d’aquesta manera pertanyen a la collectivitat gran
canonica. Aquesta dindmica s’anomena dinamica de
Glauber. Si es vol treballar a la collectivitat canonica, el
punt 1) de ]";ngurikmm s'ha de modificar convenientment.
En aquest cas s’escullen dos nusos de la xarxa que siguin
primers veins, i i j, i s’intercanvien les seves variables
respectives, S; < Sj. Aquest mecanisme d’intercanvi
(conegut com dindmica de Kawasaki) manté el suma-
tori ), S; constant. Aixi doncs, quan es necessita una
llei de conservacié per al nombre de particules, s'utilitza
la dinamica de Kawasaki, encara que requereix meés
temps de cileul que la dinamica de Glauber. Per a
Pestudi de propietats d’equilibri d'un sistema, pero, en-
cara que experimentalment hi hagi una llei de conser-
vacié per al nombre de particules, es pot utilitzar ignal-
ment la dinamica de Glauber i treballar, per tant, a la
coHectivitat gran canomica. Aix0 és degut al fet que en
el limit termodinamic totes les collectivitats sén equiva-
lents. Sis’estudia, per exemple, un gas a volum constant
a la collectivitat candnica, es tindra la temperatura (7)
i el nombre de particules (N) com a variables de control,
i s’obtindra el potencial quimic (p) com una magnitud
termodinamica dependent de T'1 N. 5i es treballa, en
canvi, a la collectivitat gran canonica fenint com a va-
riables de control T i p, el nombre de particules s’obté
com a magnitud termodinamica dependent d’aquestes
dues variables. En tots dos casos, pero, la relacid entre
T, N i és exactament la mateixa.

Propietats termodinamiques
fases

diagrama de

En aquesta seccid resoldrem el model definit per les ex-
pressions (12) i (14), amb Ja5 < 0.

En tres dimensions aquest model no té una solucio
analitica exacta, o almenys fins ara ningii 'ha sabuda
trobar. Una solucidé acurada del model s’haurd d’ob-
tenir, dones, necessariament de forma numeérica. En
aquests casos és sempre convenient de comengar uti-
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litzant una aproximacié que ens permeti obtenir una
solucid analitica del model. En aquest treball sha utilit-
zat aproximacio d’ordre zero o de camp mitja. Malgrat
que el diagrama de fases obtingut no sigui quantitativa-
ment correcte, ens proporcionara una deseripeid quali-
tativa de les diferents fases del sistema, aixi com també
dels ordres de magnitud dels pariunetres que intervenen
en el model. Aixo és molt 1itil a 'hora de resoldre’l mit-
jancant la simulacié muneérica, ja que ens estalviarem
forca temps de caleul si préeviament coneixem quina és
la part de l'espai dels pardunetres que hem d’explorar.
A més a més, com veurem meés endavant, en models sen-
zills els resultats de 'aproximacio de camp mitja poden
arribar a ser forga bons.

L'aproximacié de camp mitja

Ates que en el model (12, 14) Pabast de la interaccid es
limita a primers veins, les estructures d'ordenacid que
ens poden aparéixer en el cas d'una xarxa b.c.c. son les
denominades A2. a alles temperatures, i B2 a baixes
temperatures (figura 2). Per descriure estat d’ordre
d’equilibri de I'aliatge definim les quantitats segiients:

2 C o 0
mnEFQ:&qu) (22)
i€a
2
mg = T<Z Sy = (.5',-}). (23)
: iefd

Remarguem que my, 1 mg 1o son independents. El pa-
raunere d’ordre de la transicié ve definit per 1y = (m, —
mgz)/2 1 la concentracid s'obté de (m, +mgz)/2=2x—1,
que relacionem amb la imantacié del sistema magneéetic
(M —— 2z —1).

Dividim ara el sistema de N spins en dos subsistemes,
un deformat per un 1inic spin S;, i l'altre format pels
N — 1 spins restants. El hamiltonia que ens represen-
ta la interaccié de I'spin S; amb la resta del sistema
"obtenim a partir de (14). i és

I:{_.u; i = *J_hlnf)'; Z S_',' - .':r,\ ['5.5'.;. (2—1)
i=1

on z ¢és el nombre de primers veins per a la xarxa con-
siderada (z=8 per a una estructura b.c.c.). Jap i IAJ,”;
estan definits a les equacions (7, 8 i 15). Fixem-nos
que (H 4p,) no representa 'energia per particula del sis-
tema, ja que si ho sumem per tot valor de ¢ comptariem
dues vegades Penergia d’'interaccié entre els spins. El
que (ﬁ_,; g i) representa és Uenergia del espin S; dins del
sistema, és a dir, Ienergia necessiaria per treure aquest
spin del sistema.

L'aproximacié de camp mitja consisteix a ignorar
I'efecte de les fluctuacions dels spins primers veins {9} }
sobre el valor de S;. Aleshores, Penergia d’interaccié de
S; amb els {S;} només depen del valor mitja dels {S;}.

Fent aquesta aproximacid, el hamiltonia d'un sol spin
s'escriu

Hapi= —JABS-;'Z(vS'f)*f?_msi = —Si(zJapma+hag),

(25)
on hem suposat que U'spin central S; pertany a la sub-
xarxa . Ll resultat és que U'spin central S; es comporta
com un spin aillat en el si d'un camp efectin

hep = 2Japmp + hoap. (26)

La [uncié de particié d'una sola particula sera

Qip1 = Z exl)(—;}']:[,m,-) = exp(Bhes)+exp(—fFley)
Si=+1
(27)

i 1m,, sera

My =4{5;) = lM"ﬁ = tanh(3(zJapmpa + f?.__;B)).

;‘_'J? (_Ni,ﬁf

(28)

Si I'spin central pertany a la subxarxa 3 s'obté de forma
analoga

mg = tanh(F(zJapma + ]\.'._43‘)). (29)

Substituint Pexpressia (29) a (28), obtenim

Mma = tanh(F(zJap tanh(3(z.J s pma + fa,_qg)) + fz,‘B)).
(30)
expressio que ens permet calcular my, i, utilitzant (29),
mpy en [uncid de la temperatura i del camp extern. A
partir dels valors de m,, 1 mg, obtenim la imantacié del
sistema magnetic M = (m, + mg)/2. que relacionem
amb la concentracio de 'aliatge binari 2.
Fixada la temperatura i el camp extern, és a dir, el
potencial quimic g, hi ha un tnic valor estable per a .
Podem observar a la figura 3 el diagrama de fases
camp (potencial quinvic)-temperatura amb cine corbes
de concentracid constant. A temperatures més baixes
que —zJap/Kp, per a cada valor de la temperatura hi
ha un camp critic, l?t_.u;,.(T)., per sota del qual i # 0; en
camps lleugerament més grans que 8.J s’observa que, de
manera sorprenent, existeix una regié en la qual. sent
el camp extern superior al camp efectin a causa dels
primers veins, l'ordre del sistema és B2, L'expressio
d’aquest camp critic en Uaproximacié de camp mitja és

7 KgT
hap.= KpT arctanh 1+ 8 =
ZJAB
KgT
— 2Jap\[1+ =2 (31)
zJap
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Figura 3: Diagrama de fases camp-temperatura d’'un solid antiferromagnétic, o bé diagrama hap—temperatura d’un aliatge

binari, en una xarxa b.c.c. s representen en linia continua els resultats en l'aproximacié de camp mitja i en discontinua els

resultats obtinguts per simulacié numérica. Es representen també cinc corbes de concentracié de l'aliatge constant

A la figura 4 podem observar el diagrama de fases
concentracio—temperatura, on el que tenim és una con-
centracié critica per a cada valor de la temperatura
(T" < —zJap/Kp). També s’hi poden observar nou
corbes de camp (potencial quimic) constant. Final-
ment, a la figura 5 representem la fraccié d'energia in-
terna de aliatge binari proporcional a J4p en funcio
de la temperatura per cine valors diferents de la concen-
tracid. Com que l'energia interna de Ualiatge (6) depen
de dos parauetres independents, Japg 1 hapg. no és pos-
sible representar tota Ienergia interna del sistema en
unitats d’un tinic parametre Jap. La fraccid d’energia
interna representada, Ej,,, = —Ja ”<Z<ii> S;S;), ésla
que correspon a l'energia interna del sistema magnetic.
El terme de Uenergia interna proporcional a hap ¢s
B on —hapN(2z — 1) i és independent de la tem-
peratura.

Resultats de simulacié pel métode de Montecarlo

El metode de Montecarlo ens permet de resoldre en
molt bona aproximacié el model definit per el hamiltonia
(14). Bvidentment, (12, 14) no deixa de ser un model,
i per tant només ens reproduird de manera aproximada
els resultats experimentals.

El sistema simulat és una xarxa b.c.c. de dimensions
20 x 20 x 20 celles convencionals, de manera que en
tenir dues particules per cela convencional, el nom-
bre de particules del sistema sera de 16.000. Per tal
de minimitzar els efectes de dimensié finita del sis-
tema, hem imposat condicions periodiques de contorn.
L’algorisme de simulacid segueix els cine passos descrits
a la seccid anterior i queda completament definit mit-

jancant Uespecificacié dels punts segiients:

i) Sha utilitzat el metode de mostreig ponderat (im-
portance sampling method).
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Figura 4: Diagrama de fases concentracié-temperatura d’un aliatge binari, o bé diagrama (M + 1)/2-temperatura d’un solid

antiferromagnétic, en una xarxa b.c.c. Es representen també nou corbes de camp (h) o bé hap constant. Els resultats sén en

Paproximacié de camp mitja

ii) L’eleccid dels nusos es fa aleatoriament i ’evolucié
es fa d’acord amb la dinamica de Glauber.
iii) La forma utilitzada per a la probabilitat de tran-
sicio és:
W { 1 AE <0
exp(—AE/KpT) AE >0

Tots els processos s’han deixat evolucionar fins a
completar 5.000 passos de M.C. per particula. D’a-
quests, els primers 500 M.C' no s’han utilitzat a I’hora
de fer les mitjanes, ja que contenen la informacio relativa
al procés de relaxacié des de 'estat inicial desordenat
(la configuracié inicial s’ha preparat aleatoriament) cap
a l'equilibri. Tots els resultats s’han obtingut amb una
incertesa estadistica millor que el 0,5%. A la figura 3 es
mostren les corbes de concentracio constant juntament
amb els resultats de camp mitja. Com es pot observar,
ambdds resultats coincideixen en el limit de camps fe-

(32)

bles i/o temperatura baixa. La temperatura ordre-de-
sordre T,.(i) obtinguda mitjancant la simulacié numeri-
ca és més baixa que la que s’obté utilitzant 'aproximacié
de camp mitja. Aixd és degut al fet que les fluctua-
cions, no considerades en 'aproximacié de camp mitja,
anticipen, de fet, la transicié de fase. A la figura 5 es
comparen els resultats obtinguts per a ’energia interna
mitjangant els dos metodes. De nou s’observa un bon
acord a baixes temperatures. Caracteritzant un aliatge
per la seva concentracio, a la figura 3 cada corba de con-
centracié constant representara el comportament dun
aliatge donat en funcié de les variables independents de
control a la collectivitat gran canonica: potencial quimic
i temperatura. A l'hora de comparar aquests resultats
amb els experiments, s’ha de tenir en compte que fixada
la concentracid, 'inica variable de control experimental
és la temperatura. Aixi doncs, quan en els experiments
es varia la temperatura, s’esta, de fet, variant el poten-
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Figura 5: Energia interna d’un solid antiferromagnétic en funcié de la temperatura, o bé Ej, ,(T) d’un aliatge binari, en una
xarxa b.c.c. La corba es representa per cinc valors diferents de la concentracié. La notacié linia continua-discontinua té el

mateix significat que a la figura 3

cial quimic, ja que aquest ltim és una funcié de la con-
centraci6 i de la temperatura. Per tant, si bé el potencial
quimic pel que fa a la collectivitat canonica, i per tant
als experiments, no és una variable rellevant, i normal-
ment és desconeguda, en el cas de la de la collectivitat
gran canonica esdevé crucial: a cada temperatura exis-
teix un tnic valor del potencial quimic que fa que els
resultats obtinguts corresponguin a un aliatge donat.
Pel que fa a la temperatura critica T, a la collectivitat
gran canonica, depen del potencial quimic 7. (x), mentre
que en els experiments depen de la concentracié T,.(x).
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